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1 多项式求逆

给定 f(x)，求 g(x) 满足：

f(x)× g(x) ≡ 1 (mod xn+1)

设：

A(x)B(x) ≡ 1 (mod xn)

A(x)C(x) ≡ 1 (mod x
n
2 )

则有：

A(x)B(x) ≡ 1 (mod x
n
2 )

⇒A(x)(B(x)− C(x)) ≡ 0 (mod x
n
2 )

⇒B(x)− C(x) ≡ 0 (mod x
n
2 )

⇒(B(x)− C(x))2 ≡ 0 (mod xn)

⇒B2(x) + C(x)2 − 2B(x)C(x) ≡ 0 (mod xn)

⇒A(x)B2(x) +A(x)C(x)2 − 2A(x)B(x)C(x) ≡ 0 (mod xn)

⇒B(x) +A(x)C(x)2 − 2C(x) ≡ 0 (mod xn)

⇒B(x) ≡ 2C(x)−A(x)C(x)2 (mod xn)

可见一个多项式是否有逆元只与其常数项是否有逆元有关

2 一阶分治 FFT 转多项式求逆

已知 {gi|i ∈ [1, n− 1] ∩ Z}，且 f0 = 1，同时有 fi =
∑i

j=1 fi−jgj

求 {fi|i ∈ [0, n− 1] ∩ Z}

设 F (x) =
∑∞

i=0 fix
i, G(x) =

∑∞
i=0 gix

i，且 g0 = 0

那么有：

F (x)G(x) =
∞∑
i=0

xi
∑

j+k=i

fjgk = F (x)− f0x
0

⇒F (x)G(x) ≡ F (x)− f0 (mod xn)

⇒F (x) ≡ f0
1−G(x)

(mod xn)

⇒F (x) ≡ (1−G(x))−1 (mod xn)
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3 多项式除法

给定 n 次多项式 f(x) 和 m 次多项式 g(x)，求 n−m 次多项式 h(x) 和一个 m− 1

次多项式 r(x)，满足：

f(x) ≡ g(x)× h(x) + r(x) (mod xn+1)

设一个 n 次多项式的系数翻转为：

f̂(x) = xnf(
1

x
)

同时也可以得到它的逆翻转：

f(
1

x
) = x−nf̂(x)

考虑如下变形：

f(x) ≡ g(x)× h(x) + r(x) (mod xn+1)

⇒f(
1

x
) ≡ g(

1

x
)× h(

1

x
) + r(

1

x
) (mod xn+1)

⇒x−nf̂(x) ≡ x−mĝ(x)× xm−nĥ(x) + x1−mr̂(x) (mod xn+1)

⇒f̂(x) ≡ ĝ(x)× ĥ(x) + xn−m+1r̂(x) (mod xn+1)

⇒f̂(x) ≡ ĝ(x)× ĥ(x) (mod xn−m+1)

⇒ĥ(x) ≡ f̂(x)

ĝ(x)
(mod xn−m+1)

于是可以求出 h(x)，之后有：

r(x) ≡ f(x)− g(x)× h(x) (mod xm)

4 多项式牛顿迭代

给定 f(x)，求一个 g(x)，满足：

f(g(x)) ≡ 0 (mod xn+1)

设 h(g) = f(g)，假设已经求得了：

h(g0) ≡ 0 (mod x
n
2 )

现在要求 g 使得：

4



h(g) ≡ 0 (mod xn)

考虑 h(g) 在 g0 处的麦克劳林展开：

h(g) ≡
∞∑

n=0

h(n)(g0)(g − g0)
n

n!
(mod xn)

⇒0 ≡ h(g) ≡ h(g0) + h′(g0)(g − g0) (mod xn)

⇒g ≡ g0 −
h(g0)

h′(g0)
(mod xn)

5 多项式 ln

给定 f(x)，求 g(x) ≡ ln(f(x)) (mod xn+1)

左右求导后可以得出：

g′(x) ≡ f ′(x)

f(x)
(mod xn+1)

⇒g(x) ≡
∫

f ′(x)

f(x)
dx (mod xn+1)

6 多项式 exp

给定 f(x)，求 g(x) ≡ ef(x) (mod xn+1)

先左右取对数：

ln(g(x)) ≡ f(x) (mod xn+1)

⇒h(g) ≡ ln(g)− f ≡ 0 (mod xn+1)

之后对 h(g) 进行牛顿迭代：

g ≡ g0 −
h(g0)

h′(g0)
(mod xn)

⇒g ≡ g0 − h(g0)g0 (mod xn)

⇒g ≡ (1− ln(g0) + f)g0 (mod xn)

7 多项式多点求值

给定 f(x) =
∑n

i=0 aix
i，同时有 n+ 1 个点值 X = {xi|0 ≤ i ≤ n}

求 Y = {f(x)|x ∈ X}

构造函数 Xl(x) =
∏⌊n

2 ⌋
i=0 (x− xi), Xr(x) =

∑n
i=⌊n

2 ⌋+1(x− xi)
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设 f(x) = Al(x)Xl(x) +Bl(x)，则 ∀x ∈ Xl, f(x) = Bl(x)

设 f(x) = Ar(x)Xr(x) +Br(x)，则 ∀x ∈ Xr, f(x) = Br(x)

换句话说，可以求得 Bl(x) = f(x) mod Xl(x)，然后递归处理 [l, ⌊n
2
⌋]，右区间同理

在到达 l = r 的时候，只剩下常数项，可以直接求值

对于 X(x)，可以先通过分治预处理出来

8 多项式多点插值

给定点集 P = {(xi, yi)|0 ≤ i ≤ n}，求多项式 f(x)，满足 ∀0 ≤ i ≤ n, f(xi) = yi

考虑拉格朗日插值：

f(x) =
n∑

i=0

∏
j ̸=i(x− xj)∏
j ̸=i(xi − xj)

yi =
n∑

i=0

pi
qi
yi

那么从分子和分母两部分进行考虑

考虑分母部分，设：

M(x) =
n∏

i=0

(x− xi)

那么有：

qi =
M(x)

x− xi

∣∣∣
xi

= lim
x→xi

M(xi)

x− xi

= M ′(xi)

设 vi =
yi∏

j ̸=i(xi−xj)
，进一步化简 f(x) 得到：

f(x) =
n∑

i=0

vipi =
n∑

i=0

vi
∏
j ̸=i

(x− xj)

构造：

Xl(x) =
∏⌊n

2 ⌋
i=0 (x− xi)

Xr(x) =
∏n

i=⌊n
2 ⌋+1(x− xi)

则有：

f(x) =Xr(x)

⌊n
2 ⌋∑

i=0

vi
∑

j ̸=i,0≤j≤⌊n
2 ⌋

(x− xj)

+Xl(x)

 n∑
i=⌊n

2 ⌋+1

vi
∑

j ̸=i,⌊n
2 ⌋+1≤j≤n

(x− xj)


=Xr(x)fl(x) +Xl(x)fr(x)

依然是可以预处理 X(x)，对于 fl(x), fr(x) 是可以递归求解的，在 l = r 的时候返回 vl
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9 常系数齐次线性递推

设数列 {an} 满足递推关系：

an =
k∑

i=1

bian−i

给定 n，求 an

9.1 矩阵乘法

一个比较简单的想法就是，构造转移矩阵，然后通过矩阵乘法以及快速幂实现求解

理论基础是矩阵乘法满足结合律，即 (A × B) × C = A × (B × C)，因此可以通过快速幂进

行分治的求解

设 M 为转移矩阵，B 为初始矩阵，有：

B =



fk−1

fk−2

...

f1

f0


且：

M =



a1 a2 a3 · · · ak−2 ak−1 ak

1 0 0 · · · 0 0 0

0 1 0 · · · 0 0 0

0 0 1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 1 0 0

0 0 0 · · · 0 1 0


那么如果要求 fn，且 n ≥ k，那么就相当于求 (Mn−k+1B)0,0

唯一的缺点就是时间复杂度过高，达到了 O(k3 logn)，可以通过把这一类的转移矩阵转化为

多项式来加速运算，达到 O(k2 logn) 乃至 O(k log k logn)

9.2 特征值和特征向量

若有常数 λ，向量 v⃗，满足 λv⃗ = Av⃗ ，则 v⃗ 为矩阵 A 的一组特征向量，λ 为矩阵 A 的一组

特征值

秩为 k 的矩阵有 k 组线性不相关的特征向量
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9.3 特征多项式

λv⃗ = Av⃗ ⇒ (λI −A)v⃗ = 0，有解当且仅当 det(λI −A) = 0

设 f(λ) = det(λI −A)，则 f 是一个 k 次多项式，同时 {λ|f(λ) = 0} 构成 k 个特征值

于是可以把 f(x) 写成 f(x) =
∏k

i=1(x− λi) 的形式

根据 Cayley-Hamilton 定理，有 f(A) = O，其中 O 是零矩阵

设转移矩阵为 M，实际上只需要求出 Mn 就行了，先考虑怎么求 f(x)，根据定义，有：

f(x) = |xI −M | = det





x− a1 −a2 −a3 · · · −ak−2 −ak−1 −ak

−1 x 0 · · · 0 0 0

0 −1 x · · · 0 0 0

0 0 −1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · −1 x 0

0 0 0 · · · 0 −1 x




直接根据行列式的定义，可以得到：

f(λ) = λk −
k∑

i=1

aiλ
k−i

因为 f(M) = O，于是可以得到 Mk =
∑k

i=1 aiM
k−i

9.4 倍增求解

设 Mx =
∑k−1

i=0 aiM
i,My =

∑k−1
i=0 biM

i，那么有：

Mx+y =
k−1∑
i=0

k−1∑
j=0

aiM
ibjM

j

=
2k−2∑
c=0

M c

( ∑
i+j=c

aibj

)

设 Mx+y = f(M)g(M) + r(M)，由于 f(M) = 0，所以 Mx+y = r(M) 

9.5 计算答案

对于计算答案的时候，假设要计算 MnB，展开后可以得到：

MnB =
k−1∑
i=0

ai
(
M iB

)
其中 MxB 对应着原序列的第 x, x+ 1, · · · , x+ k − 1 项，预处理 f0 ∼ f2k 即可计算

由于代码实现的原因，实际上在 k = 1 的时候要特殊处理，此时就是一个等比数列
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10 一阶线性微分方程

10.1 齐次线性方程

10.1.1 形式

dy

dx
+ P (x)y = 0

10.1.2 求解

dy

dx
+ P (x)y = 0

⇒dy

y
= −P (x)dx

⇒
∫

dy

y
= c1 −

∫
P (x)dx

⇒ ln |y| = c1 −
∫

P (x)dx

⇒y = Ce−
∫
P (x)dx (C = ±ec1)

10.2 非齐次线性方程

10.2.1 形式

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

10.2.2 求解

可以通过对应的齐次线性方程，使用 常数变易法求解

设 y = u(x)e−
∫
P (x)dx，则：

dy

dx
=

du

dx
e−

∫
P (x)dx − u(x)P (x)e−

∫
P (x)dx

⇒du

dx
e−

∫
P (x)dx − u(x)P (x)e−

∫
P (x)dx + P (x)u(x)e−

∫
P (x)dx = Q(x)

⇒du

dx
= Q(x)e

∫
P (x)dx

⇒
∫

du = C +

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx

⇒u(x) = C +

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx

⇒y = e−
∫
P (x)dx

(
C +

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx

)
⇒y = Ce−

∫
P (x)dx + e−

∫
P (x)dx

(∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx

)
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可以发现，等式右端第一项是对应的齐次线性方程的通解，第二项是非齐次线性方程的一个

特解（在 C = 0 时取到）

即 一阶非齐次线性方程的通解等于对应的齐次方程的通解与非齐次方程的一个特解之和

11 伯努利方程

11.1 形式

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn (n ̸∈ {0, 1})

11.2 求解

在 n = 0 的时候，退化成为了 一阶齐次线性方程

在 n = 1 的时候，退化成为了 一阶非齐次线性方程

首先有 dy
dx

+ P (x)y = Q(x)yn ⇒ y−n dy
dx

+ P (x)y1−n = Q(x)

尝试用 d
dx
y1−n 替换 dy

dx
，得到 (1− n)y−n dy

dx

为了消除 1− n，引入 z = y1−n，则有 dz
dx

= (1− n)y−n dy
dx
，代入原式可得：

y−n dy

dx
+ P (x)y1−n = Q(x)

⇒dz

dx
+ (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x)

⇒dz

dx
+ Pn(x)z = Qn(x)

那么就又转化为了 一阶线性方程，代入公式可以得知：

z = e−
∫
(1−n)P (x)dx

(
C +

∫
(1− n)Q(x)e

∫
(1−n)P (x)dxdx

)
由于 z = y1−n，所以 y = z

1
1−n，于是可以得出：

y =

(
e−

∫
(1−n)P (x)dx

(
C +

∫
(1− n)Q(x)e

∫
(1−n)P (x)dxdx

)) 1
1−n

12 黎卡提方程

12.1 形式

dy

dx
= P (x)y2 +Q(x)y +R(x)

一般形式暂时没有通用解法，但对于一些特殊形式还是可以解出来的
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12.2 P (x), Q(x), R(x) 中至少两个同时为 0

无非以下三种，均为 变量分离方程：

dy

dx
= P (x)y2 ⇒ y2dy = P (x)x

dy

dx
= Q(x)y ⇒ dy

y
= Q(x)dx

dy

dx
= R(x)dy = R(x)dx

12.3 dy
dx

= Q(x)y +R(x)

退化为 一阶线性方程：

dy

dx
= Q(x)y +R(x)

12.4 dy
dx

= P (x)y2 +Q(x)y

退化为 伯努利方程：

dy

dx
= P (x)y2 +Q(x)y

12.5 dy
dx

+ ay2 = bxm

需要保证：



a ̸= 0

x ̸= 0

y ̸= 0

m = 0,−2, −4k
2k+1

, −4k
2k−1

(k = 1, 2, · · · )

令 x1 = ax，则原式可以规约为 dy
dx

+ y2 = bxm

当 m = 0 时，有：

dy

dx
+ y2 = b

⇒dy

dx
= b− y2

⇒ dy

b− y2
= dx

⇒
∫

dy

b− y2
= C + x

当 m = −2 时，设 z = xy，有：

11



 y = z
x

dz
dx

= ydx+xdy
dx

= y + x dy
dx

于是有：

dz

dx
=y + x

(
−y2 +

b

x2

)
=
z

x
− z2

x
+

b

x

=
b+ z − z2

x

可以得到：

dz

b+ z − z2
= xdx

⇒
∫

dz

b+ z − z2
= C +

x2

2

12.6 dy
dx

+ ay2 = 1
x
y + b

x2

设 z = xy，则 y = z
x
，于是有：

dy

dx
+ ay2 =

1

x
y +

b

x2

⇒1

x

(
dz

dx
− z

x

)
+ a

z2

x2
=

z

x2
+

b

x2

⇒1

x

dz

dx
=

z

x2
− a

z2

x2
+

z

x2
+

b

x2

⇒1

x

dz

dx
=

2z − z2 + b

x2

⇒
∫

dz

2z − x2 + b
= C +

∫
xdx

x2
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